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Renormalization in Lorentz-Abraham-Dira Equation,
Desribing Radiation Fore in Classial Eletrodynamis (in
Russian). Ïåðåíîðìèðîâêà óðàâíåíèÿ
Ëîðåíöà-Àáðàãàìà-Äèðàêà äëÿ ðàäèàöèîííîé ñèëû â
êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå
Igor V. Sokolov
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University of Mi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While he derived the equation for the radiation fore, Dira (1938) mentioned a possibility
to use dierent hoies for 4-momentum of an emitting eletron. Partiularly, the 4-momentum
ould be non-olinear to the eletron 4-veloity. This ambiguity in the eletron 4-momentum
allows us to assume that the mass of emitting eletron may be an operator, or, at least, a
4-tensor instead of being the usually assumed salar, whih relates the 4-veloity of a bare
harge to the total momentum of a dressed point eletron, the latter being a total of the
momentum of the bare eletron and that of the own eletromagneti eld.
On applying the re-normalization proedure to the mass operator, we arrive at an interesting
dihotomy. The rst hoie (more lose to traditional one) ensures the radiation fore to be
orthogonal to 4-veloity. In this way the re-normalization results in the Lorentz-Abraham-
Dira equation or in the Eliezer equation. However, the 4-momentum of eletron in this ase
is not well dened: the equality in the relativisti entity (E/c)2 = m2c2 + p2 appears to be
broken and even the energy is not denite positive. The ill-dened energy is an underlying
reason for the run-away solution, in whih the eletron in the absene of external eld loses
the radiation energy and aquires the kineti energy in the same time.
The other hoie is to require the radiation fore to be orthogonal to the 4-momentum (not
to the 4-veloity). In this ase the energy and momentum are well-dened and obey the
relationship (E/c)2 = m2c2+ p2. Remarkably, the equations of a partile's motion in this ase
dier signiantly from all the known versions. They appear to be well founded. They are
simple, easy to solve, and an be applied to simulate the partile motion in the fous of an
ultra-bright laser.
PACS: 41.60.-m, 52.38.-r
Â ðàáîòå Äèðàêà î ðàäèàöèîííîé ñèëå â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ïðåäóñìàòðè-
âàëàñü âîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ 4-èìïóëüñà èçëó÷àþùåãî ýëåêòðîíà, íåêîëèíåàðíîãî ñ 4-
âåêòîðîì åãî ñêîðîñòè. Òåì ñàìûì àêòè÷åñêè ïðåäëàãàëàñü ïåðåíîðìèðîâêà ìàññû êàê
îïåðàòîðà, ñîîòíîñÿùåãî óêàçàííûå âåêòîðû. Òàì æå îòìå÷àëàñü íååäèíñòâåííîñòü âûáî-
ðà, ïðèâîäÿùåãî ê óðàâíåíèþ Ëîðåíöà-Àáðàãàìà-Äèðàêà (ËÀÄ). Êàê ïîêàçàíî â íàñòîÿùåé
ðàáîòå, ïåðåíîðìèðîâêà óðàâíåíèÿ ËÀÄ ïðè äîïîëíèòåëüíîì òðåáîâàíèè, ÷òîáû ïåðåíîð-
ìèðîâàííûå ýíåðãèÿ-èìïóëüñ ïîä÷èíÿëèñü òàêîìó æå ðåëÿòèâèñòñêîìó ñîîòíîøåíèþ, êàê
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2è îáû÷íûå, (E2 = p2c2 + m2c4), ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîé ìîäèèêàöèè óðàâíåíèÿ ËÀÄ.
Ñâîéñòâà íîâîãî óðàâíåíèÿ: îíî ñòðîæå, ÷åì óðàâíåíèå ËÀÄ, áóäó÷è ñâîáîäíî îò ïîðîêîâ
ïîñëåäíåãî; îíî ïðîùå, ÷åì èçâåñòíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ ËÀÄ; îíî ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ â ïîëÿõ ñâåðõñèëüíûõ
ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ.
Äâèæåíèå ýëåêòðîíà â îêóñå ìîùíîãî ëàçåðà, òàêîãî êàê HERCULES (University of
Mihigan) [1℄, â îñíîâíîì êîíòðîëèðóåòñÿ èçëó÷àòåëüíûìè ïîòåðÿìè ýíåðãèè è èìïóëüñà
[2℄. Ïðîáëåìà âîçìîæíî áîëåå òî÷íîãî îïèñàíèÿ òàêîãî äâèæåíèÿ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé
ýëåêòðîäèíàìèêè è âîçìîæíî áîëåå ýåêòèâíîãî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ äëÿ ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö (ïëàçìû) â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îñòàåòñÿ îòêðûòîé
è àêòóàëüíîé.
Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ðåøàòü óðàâíåíèå Ëîðåíöà-Àáðàãàìà-Äèðàêà
(ËÀÄ). Îáçîð òåîðèè óðàâíåíèÿ ËÀÄ äàí â [3℄, äîñòàòî÷íî ïîëíûé ïîëíûé ñïèñîê ñî-
âðåìåííûõ ïóáëèêàöèé èìååòñÿ â [4℄, è çäåñü îòäåëüíî öèòèðóþòñÿ òîëüêî òå ðàáîòû,
êîòîðûå êàæóòñÿ óìåñòíûìè â îáñóæäàåìîì êîíòåêñòå. Ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå
äëÿ óðàâíåíèÿ ËÀÄ, ó êîòîðîãî ïî÷òè âñå ðåøåíèÿ óëåòàþò íà áåñêîíå÷íîñòü (runaway) çà
ìàëîå âðåìÿ, îñóùåñòâëåíî â [5℄. Ïðè ýòîì ïðèìåíåííûé ìåòîä (èíòåãðèðîâàíèå âñïÿòü ïî
âðåìåíè), õîòÿ èçÿùåí, íî âðÿä ëè ïðèãîäåí äëÿ ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñèñòåì, ÷òî ëèøíèé ðàç
ïîä÷åðêèâàåò íåçàêîí÷åííîñòü òåîðèè, íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûå óñèëèÿ â ýòîì íàïðàâëå-
íèè. Èçâåñòíû ïðèáëèæåííûå âåðñèè óðàâíåíèÿ ËÀÄ, íåñîìíåííî, ëó÷øàÿ èç íèõ îïèñàíà
â [6℄ (ñì óðàâíåíèå (76.3)). Âñå ïðèáëèæåííûå âåðñèè íå ñâîáîäíû îò íåäîñòàòêîâ (ñì îá-
ñóæäåíèå è ññûëêè â [3℄), òàêèõ, íàïðèìåð, êàê íåòî÷íîå ñîõðàíåíèå ýíåðãèè-èìïóëüñà â
ñèñòåìå âíåøíåå ïîëå-÷àñòèöà-èçëó÷åíèå.
Â íàñòîÿøåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ èäåÿ, íàìå÷åííàÿ Äèðàêîì [7℄, íî íå ðàçðàáîòàííàÿ.
Èìåííî, ïðåäëàãàåòñÿ ïåðåíîðìèðîâêà ìàññû ýëåêòðîíà, íî íå êàê ñêàëÿðà, ñîîòíîñÿùåãî
ïîëíóþ ýíåðãèþ îäåòîãî ýëåêòðîíà ñ ýíåðãèåé ïîêîÿ ãîëîãî çàðÿäà è åãî ýëåêòðîñòàòè÷å-
ñêîé ýíåðãèåé - à êàê îïåðàòîðà, ñîîòíîñÿùåãî 4-èìïóëüñ îäåòîé ÷àñòèöû ñ 4-ñêîðîñòüþ
ãîëîãî çàðÿäà, òî åñòü ñ òîêîì. Ïðè ýòîì êàê ðàâíîïðàâíàÿ àëüòåðíàòèâà óðàâíåíèþ ËÀÄ,
à íå êàê ïðèáëèæåíèå, âîçíèêàåò ñèñòåìà óðàâíåíèé, êîòîðàÿ êàæåòñÿ áîëåå ïðèãîäíîé, óæ
ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çäåñü îáñóæäàþòñÿ òîëüêî òî÷íûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ è óäîâëåòâîðÿ-
þùèå èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, íî ê ñàìèì óðàâíåíèÿì ïðèìåíåíèå ïîíÿòèÿ òî÷íûå âðÿä
ëè îïðàâäàíî. Ñàìà êîíöåïöèÿ ðàäèàöèîííîé ñèëû â [6℄ (êàê è óðàâíåíèå ËÀÄ) ââîäèòñÿ
êàê ïðèáëèæåííàÿ. Âíå ïðåäåëîâ ïðèáëèæåíèÿ èçëó÷åíèå âûñîêîýíåðãè÷íîãî îòîíà ïðè-
âîäèëî áû ê çíà÷èòåëüíîìó èçìåíåíèþ èìïóëüñà ýëåêòðîíà ∆pi, êîòîðîå íå ìîæåò áûòü
ñâåäåíî ê èìïóëüñó ñèëû (f i)rad∆t çà ñêîëü óãîäíî ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè ∆t. Ñòîëü
äàëåêî âûõîäÿùèé çà ïðåäåëû êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèàìèêè ñëó÷àé çäåñü íå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ.
Â ïðåíåáðåæåíèè èçëó÷åíèåì äâèæåíèå ýëåêòðîíà âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîì
ïîëå îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè [6℄:
p˙i =
e
c
F ij x˙j , x˙
i = m−1pi, (1)
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ãäå F ij - òåíçîð ïîëÿ, pi è xi - 4-âåêòîðû ìåõàíè÷åñêîãî èìïóëüñà è êîîðäèíàò ýëåêòðîíà,
e = −|e| è m - åãî çàðÿä è ìàññà ïîêîÿ, c - ñêîðîñòü ñâåòà. Òî÷êà îáîçíà÷àåò äèåðåíöè-
ðîâàíèå ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè, τ . 4-âåêòîðû è 4-òåíçîðû ïåðåìíîæàþòñÿ ïî îáû÷íûì
ïðàâèëàì ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì, gij = diag(1,−1,−1,−1) . Äèíàìèêà ïîëÿ äàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, T ij:
d
dτ
∫
T i0dV = −
e
c
F ijx˙j , (2)
òàê ÷òî ñóììàðíûå ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ñîõðàíÿþòñÿ: pi +
∫
T i0dV = const.
Ñèñòåìà (1) - àìèëüòîíîâà, ñ êàíîíè÷åñêèì (îáîáùåííûì) èìïóëüñîì, P i = pi + eAi/c,
÷òî ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ òåíçîðà ïîëÿ ÷åðåç 4-âåêòîð ïîòåíöèàëà, Ai: F ij = (∂Aj/∂xi)−
(∂Ai/∂xj). Åñëè âåêòîð-ïîòåíöèàë íå çàâèñèò îò (öèêëè÷åñêîé) êîîðäèíàòû âäîëü íåêîòî-
ðîãî íàïðàâëåíèÿ, (n · ∇)Ai, òî ïðîåêöèÿ îáîáùåííîãî ïîòåíöèàëà íà ýòî íàïðàâëåíèå ñî-
õðàíÿåòñÿ: (n · P˙) = 0. Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) îðòîãîíàëüíà êàê 4-èìïóëüñó, òàê è
(êîëèíåàðíîé ñ íèì) 4-ñêîðîñòè, ÷òî îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå òîæäåñòâ:
x˙2 = c2, (3)
p2 = m2c2, (4)
çäåñü è äàëåå êâàäðàò ëþáîãî 4-õ âåêòîðà, ai, îïðåäåëåí ñîãëàñíî a2 = aiai.
Ââåäåíèå ïåðåíîðìèðîâêè â óðàâíåíèÿ (1) íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ, îäíàêî îíà
áåç òðóäà ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà [6℄. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïîêîÿùèéñÿ ýëåêòðîí è îêðó-
æèì åãî òî÷å÷íûé çàðÿä ñåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ î÷åíü ìàëîãî ðàäèóñà ǫ. Ïîäñ÷èòàåì
ýíåðãèþ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàííîãî çàðÿäîì ýëåêòðîíà ñíàðóæè îò óêàçàííîé
ïîâåðõíîñòè: Eem =
e2
2
∫
∞
ǫ
dr
r2
, ãäå r ðàññòîÿíèå äî çàðÿäà. Èç ñîîáðàæåíèé ðåëÿòèâèñòñêîé
èíâàðèàòíîñòè ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ 4-èìïóëüñà ñîáñòâåííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
ýëåêòðîíà, ðàâíîìåðíî äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ x˙. Ñíàðóæè îò îêðóæàþùåé çàðÿä è äâè-
æóùåéñÿ âìåñòå ñ íèì ïîâåðõíîñòè èíòåãðàë ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ ðàâåí: piem =
e2x˙i
2c2
∫
∞
ǫ
dr
r2
(áîëåå äëèííîå äîêàçàòåëüñòâî äàíî â [8℄, ë. 17.5).
Â ïðåíåáðåæåíèè óñêîðåíèåì ýëåêòðîíà ìîæíî ñóììèðîâàòü èìïóëüñ óâëåêàåìîãî ïîëÿ
ñ èìïóëüñîì çàêëþ÷åííîé âíóòðè ïîâåðõíîñòè ãîëîé ÷àñòèöû: pin = mnx˙. Ïðè ýòîì ìîæíî
ââåñòè ìàññó îäåòîé ÷àñòèöû êàê ñêàëÿð m = mn + e
2/(2ǫc2), ïîëüçóÿñü êîëèíåàðíîñòüþ
âñåõ èìïóëüñîâ: piem ∝ x˙
i
è pin ∝ x˙
i
.
Ïðè ó÷åòå óñêîðåíèÿ ýëåêòðîíà èòóàöèÿ êà÷åñòâåííî èçìåíÿåòñÿ. Âî-ïåðâûõ, íåîá-
õîäèìî ó÷èòûâàòü ýåêòû çàïàçäûâàíèÿ â îðìèðîâàíèè ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè
ýëåêòðîíà: äëÿ ãðóáûõ îöåíîê ïîëàãàåì, ÷òî ÷àñòü ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ ïðè r > c∆τ
îòíîñèòñÿ ê çíà÷åíèþ ñêîðîñòè â ìîìåíò âðåìåíè τ − ∆τ , òîãäà êàê ñêîðîñòü â òåêóùèé
ìîìåíò âðåìåíè îòíåñåíà ê èíòåðâàëó èíòåãðèðîâàíèÿ ǫ < r < c∆t, è ïîëó÷àåì:
piem =
e2
2c2
[
x˙i(τ −∆τ)
∫
∞
c∆τ
dr
r2
+ x˙i
∫ c∆τ
ǫ
dr
r2
]
,
èëè piem =
e2
2c2
[ x˙
i
ǫ
− x¨
i
c
], åñëè ñ÷èòàòü ÷òî ∆τ → 0, íî ïðè ýòîì c∆τ > ǫ.
4Ñóììèðóÿ ñ èìïóëüñîì ãîëîãî çàðÿäà, ìû íàõîäèì, ÷òî ñ ó÷åòîì ýåêòà çàïàçäûâàíèÿ
ïîëíûé èìïóëüñ óñêîðåííî äâèæóùåãîñÿ ýëåêòðîíà íå âïîëíå êîëèíåàðåí ñ íàïðàâëåíèåì
4-ñêîðîñòè ãîëîãî çàðÿäà:
pi = piem +mncx˙
i = mx˙i −m(x˙)irad, (5)
ãäå (x˙)irad ∼ τ0x¨
i
, τ0 = 2e
2/(3mc3) ≈ 6.2 · 10−24 s. Ñâÿçàííûé ñ óñêîðåíèåì äîïîëíèòåëüíûé
÷ëåí â èìïóëüñå çäåñü è íèæå îáîçíà÷åí êàê −m(x˙)irad, ïîñêîëüêó äëÿ äàëüíåéøåãî ñóùå-
ñòâåííî, ÷òî â ñèñòåìå îòñ÷åòà, â êîòîðîé èìïóëüñ ýëåêòðîíà ðàâåí íóëþ, òîê óñêîðåííî
äâèæóùåãîñÿ (=èçëó÷àþùåãî) ýëåêòðîíà îòëè÷åí îò íóëÿ. Äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí ïðèáëè-
çèòåëüíî 4-îðòîãîíàëåí 4-ñêîðîñòè, ÷òî è ñâèäåòåëüñòâóåò î íåêîëèíåàðíîñòè èìïóëüñà è
ñêîðîñòè ãîëîãî çàðÿäà èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, èìïóëüñà è òîêà. Âûáîð ÷èñëåííîãî êîý-
èöèåíòà â îïðåäåëåíèè τ0 îáåñïå÷èâàåò òî÷íîå ñîãëàñèå ñ ðàñ÷åòîì Äèðàêà [7℄, êîòîðûé
âû÷èñëÿë èíòåãðàë ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ ñâÿçàííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ýëåêòðîíà (î
òåíçîðå ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ ñì íèæå). Òî÷íåå, âû÷èñëÿëîñü èçìåíåíèå
ýòîãî îáúåìíîãî èíòåãðàëà âî âðåìåíè, åùå òî÷íåå - ðàâíûé åìó ñ îáðàòíûì çíàêîì ïîòîê
òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ÷åðåç îêðóæàþùóþ ýëåêòðîí ãèïåðïîâåðõíîñòü.
Îäíàêî èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé î çàïàçäûâàíèè ñëåäóåò, ÷òî êàê áû íè áûëè òî÷íû ðàñ÷å-
òû, èõ ðåçóëüòàò íå ìîæåò äàòü òî÷íîå çíà÷åíèå ýíåðãèè-èìïóëüñà ñâÿçàííîãî ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ýëåêòðîíà â ìîìåíò âðåìåíè τ . Âî-ïåðâûõ, âîâëå÷åííîå â ðàñ÷åò ñîáñòâåííîå
ïîëå èñïóùåíî (emanated) ýëåêòðîíîì íå ïîçäíåå ìîìåíòà âðåìåíè τ − O(ǫ/c), òàê ÷òî â
ëó÷øåì ñëó÷àå âû÷èñëåííûé èìïóëüñ îòíîñèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäøåñòâóþùåìó ìîìåí-
òó âðåìåíè (ëèáî ðàçìàçàí ïî íåêîòîðîìó èíòåðâàëó âðåìåíè). Âî-âòîðûõ, ýêñòðàïîëÿöèÿ
ñèíãóëÿðíîãî ÷ëåíà
e2
2c2ǫ
x˙(τ − ǫ
c
) â piem ê òåêóùåìó ìîìåíòó âðåìåíè äàëà áû ïîãðåøíîñòü
ïîðÿäêà mτ0x¨, êîòîðàÿ íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè ǫ ê íóëþ.
Òåñíî ñâÿçàíî ñ îòìå÷åííûì ýåêòîì è òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî íåçíà÷èòåëüíîå ïåðå-
îïðåäåëåíèå îõâàòûâàþùåé ýëåêòðîí ãèïåðïîâåðõíîñòè, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðè-
ðîâàíèå ïîòîêà ýíåðãèè-èìïóëüñà, ïðèâîäèò ê êàæóùåìóñÿ èñ÷åçíîâåíèþ ïðîïîðöèîíàëü-
íîãî 4-óñêîðåíèþ ÷ëåíà èç èíòåãðàëà ýíåðãèè-èìïóëüñà (ñì [9℄ èëè ïîëåçíûé îáçîð [10℄).
Ïðè ýòîì âñå ðàâíî ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü òàêîé ÷ëåí â îïðåäåëåíèå èìïóëüñà, íî óæå ÷åðåç
ïîñòóëèðîâàííîå âûðàæåíèå îïðåäåëåííîãî âèäà äëÿ èìïóëüñà òîãî, ÷òî íàõîäèòñÿ âíóò-
ðè óêàçàííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, ïðè÷åì ïðîèçâîëüíûé êîýèöèåíò â ýòîì âûðàæåíèè
äîëæåí îïðåäåëÿòüñÿ èç íåçàâèñèìûõ ñîîáðàæåíèé. Ïîäõîä âåñüìà áëèçîê ê èñïîëüçîâàí-
íîìó â íàñòîÿùåé ðàáîòå.
Ïîñêîëüêó óñêîðåííî äâèæóùåéñÿ ýëåêòðîí â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå îáÿçà-
òåëüíî èçëó÷àåò, íåîáõîäèìî ïðîñëåäèòü, ÷òîáû âû÷åðêèâàíèå ñâÿçàííîãî ïîëÿ èç òåíçîðà
ýíåðãèè-èìïóëüñà íå çàòðàãèâàëî áû òó ÷àñòü òåíçîðà, êîòîðàÿ îïèñûâàåò èçëó÷åíèå. Òàêîå
âîçìîæíî, ïîñêîëüêó â òåíçîðå ýíåðãèè-èìïóëüñà ñîáñòâåííîãî ïîëÿ ýëåêòðîíà ìîæåò áûòü
âûäåëåíà îòíîñÿùàÿñÿ ê èçëó÷åíèþ ÷àñòü,
T ijrad =
e2
4πr2c4
κiκj
[
−(x¨(τ))2 − (x¨l(τ)κl)
2
]
, (6)
r = [ri − xi(τ)]x˙i(τ)/c, κ
i = [ri − xi(τ)]/r, (7)
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êîòîðàÿ ñàìà ïî ñåáå ïîä÷èèíÿåòñÿ çàêîíó ñîõðàíåíèÿ âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, çà èñêëþ÷åíè-
åì ìèðîâîé ëèíèè ãîëîãî çàðÿäà (ñì âûðàæåíèå äëÿ T ijrad è äîêàçàòåëüñòâà íèæåñëåäóþùèõ
óòâåðæäåíèé â [9℄-[10℄):
∂T ijrad
∂rj
= c
∫
(p˙i)radδ
4(ri − xi(τ))dτ. (8)
Çäåñü ri - êîîðäèíàòíûé 4-âåêòîð â íåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, τ â óðàâíåíèÿõ (6-7) îïðå-
äåëÿåòñÿ äëÿ äàííîé òî÷êè ri èç óñëîâèÿ çàïàçäûâàíèÿ: kiki = 0; (p˙
i)rad åñòü ïðèðàùåíèå
4-èìïóëüñà èçëó÷åíèÿ çà åäèíèöó ñîáñòâåííîãî âðåìåíè, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ èíòåãðèðîâà-
íèåì óðàâíåíèÿ (8) ïî d4ri: ïî âñåé îáëàñòè, çàíÿòîé èçëó÷åíèåì, è ïî âðåìåíè îò ìèíóñ
áåñêîíå÷íîñòè äî òåêóùåãî ìîìåíòà âðåìåíè t:
∫
T i0rad(t)dV =
∫ τ(t)
(p˙i)raddτ. (9)
Â òî æå âðåìÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ èìåííî T ijrad îïðåäåëÿåò ïîòîê è óãëîâîå ðàñïðåäå-
ëåíèí èçëó÷åíèÿ (ñì [11℄). Âûðàæåíèå äëÿ (p˙)rad, ðàçóìååòñÿ, èçâåñòíî è äàåòñÿ îðìóëàìè
äëÿ ýëåêòðîäèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ [6℄.
Äëÿ ó÷åòà âîçäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ íà äâèæåíèå ýëåêòðîíà Äèðàê ïðåäëîæèë
ñëåäóþùåãî òèïà ðàñøèðåíèå àìèëüòîíîâîé ñèñòåìû [7℄:
p˙i =
e
c
F ijx˙j − (p˙)
i
rad, x˙
i = m−1pi + (x˙)irad, (10)
âûðàæåíèÿ äëÿ äîáàâëåííûõ ÷ëåíîâ ïîêà íåñóùåñòâåííû.
Òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òåîðèè Äèðàêà íå áåññïîðíà. Áîëåå òîãî, ðàçáèåíèå òðàäèöèîííîé
4-ñèëû ðàäèàöèîííîãî òðåíèÿ íà äâà ñëàãàåìûõ,m d(x˙)irad/dτ−(p˙)
i
rad, (â èñïîëüçóåìûõ çäåñü
îáîçíà÷åíèÿõ) è âêëþ÷åíèå ïåðâîãî èç íèõ, ÿâëÿþùåãîñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè,
â îïðåäåëåíèå 4-èìïóëüñà, à íå â óðàâíåíèå èìïóëüñîâ, êðèòèêîâàëîñü, íàïðèìåð, â [11℄.
Îäíàêî, âî-ïåðâûõ, Äèðàê ÿñíî ïîä÷åðêèâàë, ÷òî ïðîèñõîæäåíèå òåõ ÷ëåíîâ, ÷òî âêëþ÷åíû
â ýíåðãèþ-èìïóëüñ ýëåêòðîíà â (10), ñâÿçàíî èìåííî ñ âíóòðåííåé ýíåðãèåé ýëåêòðîíà. Âî-
âòîðûõ, êàê ïîêàçàíî âûøå, îòäåëåíèå ýòèõ ÷ëåíîâ îò èçëó÷àòåëüíûõ ýåêòîâ âîçìîæíî
è öåëåñîîáðàçíî, à âîò êîððåêòíîå îòäåëåíèå èõ îò ýíåðãèè ñîáñòâåííîãî ïîëÿ ýëåêòðîíîâ
- âðÿä ëè âîçìîæíî.
Âûðàæàÿ (x˙)irad ëèáî ÷åðåç x˙, ëèáî ÷åðåç p
i
, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âòîðîå èç óðàâíåíèé
(10) êàê îïåðàòîðíóþ ïåðåíîðìèðîâêó ëèáî ìàññû: pi = mˆ[x˙j ], ãäå mˆ[x˙j ] = m(x˙i +(x˙)irad[x˙]),
ëèáî îáðàòíîé ìàññû: x˙i = mˆ−1[pj ], ãäå mˆ−1[pj] = m−1pi − (x˙)irad[p
j].
Ïî ñðàâíåíèþ ñ (1), ñâîéñòâà óðàâíåíèé (10) èçìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Â çàêîíå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà,
p˙i + (p˙)irad +
d
dτ
∫
T i0dV = 0, (11)
íîâûé ÷ëåí, (p˙)irad, îïèñûâàåò ýíåðãèþ è èìïóëüñ, óíîñèìûå èçëó÷åíèåì. Ñîîòíîøåíèå (2)
îñòàåòñÿ íåèçìåííûì, ïðè÷åì âêëàä îò òîêà ïåðåõîäà, eF ij(x˙)
j
rad/c, èìååò ñìûñë ýíåðãèè-
èìïóëüñà, êîòîðûå ýëåêòðîí îòáèðàåò îò ïîëÿ â ïðîöåññå èçëó÷åíèÿ. Êàê ïîÿñíÿþùèé ïðè-
ìåð, ðàññìîòðèì ðåëÿòèâèñòñêè ñèëüíóþ ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó ñ âîëíîâûì âåêòîðîì
6ki0, â êà÷åñòâå âíåøíåãî ýëåêòðîìàãíòíîãî ïîëÿ. Ïðè èçëó÷åíèè ýëåêòðîíîì â ïîëå âîëíû
îäíîãî âûñîêîýíåðãè÷íîãî îòîíà  âîëíîâûì âåêòîðîì, ki1, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-
èìïóëüñà äàåò: pif = p
i
i + n~k
i
0 − ~k
i
1, íèæíèé èíäåêñ, i, f , îáîçíà÷àåò íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå
ñîñòîÿíèå ýëåêòðîíà. Â ñèëüíîì ïîëå ÷èñëî ïîãëîùåííûõ êâàíòîâ, n, ìîæåò áûòü î÷åíü âå-
ëèêî, è èõ îòáîð îò êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ, óæå õîòÿ áû ïî ýòîé ïðè÷èíå, äîëæåí îïèñûâàòüñÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (2) êàê äåéñòâèå òåíçîðà ïîëÿ íà íåêîòîðûé òîê. Èìåííî ýòîò
òîê è ââåäåí êàê e(x˙)irad. Èìïóëüñ æå èçëó÷åííîãî îòîíà äàåò âêëàä â (p˙)
i
rad. Ïåðåõîä ê
ïðåäåëó êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ òèïà (10) - à òî÷íåå, äàåò
àëüòåðíàòèâíûé âûâîä ñèñòåìû (20).
Çàêîí ñîõðàíåíèÿ îáîáùåííîãî èìïóëüñà âèäîèçìåíÿåòñÿ, åñëè èìïóëüñ èçëó÷åíèÿ èìå-
åò íåíóëåâóþ ïðîåêöèþ íà íàïðàâëåíèå öèêëè÷åñêîé êîîðäèíàòû: (n·P˙) = −n·(p˙)rad = 0. Â
îòñóòñòâèå èçëó÷åíèÿ è âíåøíåãî ïîëÿ ìåõàíè÷åñêèé è îáîáùåííûé èìïóëüñ ñîõðàíÿþòñÿ:
â ÷àñòíîñòè, ðàâíû íóëþ, åñëè îíè èçíà÷àëüíî ðàâíû íóëþ (ñàìîâîçäåéñòâèå îòñóòñòâóåò).
Òðóäíîñòè îäíàêî âîçíèêàþò ñ âûïîëíåíèåì óðàâíåíèé (3,4). Îòìå÷åííàÿ Äè-
ðàêîì íåîäíîçíà÷íîñòü âûáîðà âûðàæåíèÿ äëÿ èìïóëüñà (èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ïåðåíîðìè-
ðîâêè îïåðàòîðà ìàññû), ñîïðÿæåíà ñ âûáîðîì - êàêèì èç ýòèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò ïîæåðò-
âîâàòü, ïîñêîëüêó äëÿ ñèñòåìû (10) èõ îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå íåâîçìîæíî. Â ÷àñò-
íîñòè, îáû÷íî îáåñïå÷èâàåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (3), ÷òî âîçìîæíî, åñëè (x˙)iradx˙i = 0
è m(x˙)iradx¨i = −(p˙)
i
radx˙i. Åñëè èçëó÷àòåëüíûå ïîòåðè âûðàæåíû ÷åðåç óñêîðåíèå ñîãëàñíî
îðìóëå äëÿ äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ, îòñþäà ñëåäóåò:
(p˙)irad = −
mτ0x¨
2
c2
x˙i, (x˙)irad = τ0x¨
i, (12)
mˆ[x˙i] = m(1− τ0
d
dτ
)x˙i. (13)
Óðàâíåíèÿ (10,12) ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèþ ËÀÄ:
mx¨i =
e
c
F ijx˙j +mτ0
...
x i +
mτ0x¨
2
c2
x˙i. (14)
Îòëè÷èå òàêîé îðìû çàïèñè (ñì [7℄,[8℄) îò ïðèíÿòîé â [6℄ íå ìîæåò âûçâàòü íåäîðàçóìåíèå.
Îáùåèçâåñòíûå òðóäíîñòè óðàâíåíèÿ ËÀÄ [6℄-[11℄ ñâÿçàíû ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ ìàññîâîãî
îïåðàòîðà: äëÿ ñàìîóñêîðÿþùåãîñÿ ðåøåíèÿ x˙ ∝ exp(τ/τ0), ïðè òîì ÷òî ñêîðîñòü íåîãðàíè-
÷åííî ðàñòåò, èìïóëüñ ýëåêòðîíà ðàâåí íóëþ (ñì. (13)). Ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ è íàðóøåíèå
òîæäåñòâà (4), êîòîðîå ïðèíèìàåò âèä: p2 = m2(c2 + τ 20 x¨
2) ≤ m2c2 - íàïîìíèì, ÷òî x¨2 ≤ 0.
Ïîñêîëüêó p2 = E2/c2 − p2 , ãäå E - ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà, íå òîëüêî íàðóøàåòñÿ èçâåñòíîå
ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýíåðãèåé è èìïóëüñîì: E2/c2 6= p2+m2c2 , íî è ýíåðãèÿ ïîêîÿ óñêîðåí-
íîãî ýëåêòðîíà îêàçûâàåòñÿ ìåíüøåé, ÷åì mc2. Áîëåå òîãî òåîðèÿ äîïóñêàåò ïðåâðàùåíèå
ýòîãî äååêòà ýíåðãèè â èçëó÷åíèå: ïðè àíàëèçå áàëàíñà (ñîõðàíÿþùåéñÿ!) ýíåðãèè â ñàìî-
óñêîðÿþùåìñÿ ðåøåíèè ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ íåîãðàíè÷åííî ÷åðïàåòñÿ èç
ýíåðãèè ïîêîÿ ýëåêòðîíà.
Ïðè âñåõ ïðîáëåìàõ ñ ýíåðãèåé â óðàâíåíèè ËÀÄ, îòìåòèì, ÷òî â èçâåñòíîé ïðèáëè-
æåííîé ìîäåëè äëÿ ðàäèàöèîííîé ñèëû [6℄ âîîáùå íå ïðîñìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ââåñòè
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ýíåðãèþ-èìïóëüñ èçëó÷àþùåé ÷àñòèöû, ïîñêîëüêó ýòà ìîäåëü íåïðåäñòàâèìà â âèäå (10).
Ïðèáëèæåííàÿ ìîäåëü, ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå (10), î÷åíü äàâíî áûëà ïðåäëîæåíà â [12℄:
(p˙)irad = −
eτ0x¨lF
ljx˙j
c3
x˙i, (x˙)irad = τ0
eF ij x˙j
mc
, (15)
mˆ[x˙i] = mij x˙j = m
(
gij − τ0
eF ij
mc
)
x˙j . (16)
Ìîäåëü ýòà âïîñëåäñòâèè áûëà ïðèçíàíà íåóäà÷íîé (ñì [3℄). Îäíàêî äàëüíåéøåå ïðåîáðà-
çîâàíèå óðàâíåíèé (10, 15), ñâîäÿùåå èõ ê óðàâíåíèþ (76.3) èç [6℄, ïðèâîäèò ê íåòî÷íîìó
ñîõðàíåíèþ ýíåðãèè-èìïóëüñà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåîáðàçîâàííûé ÷ëåí m d
dτ
(x˙)rad ïîñëå âû-
ïîëíåíèÿ äèåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè è ïðèáëèæåííîãî âûðàæåíèÿ óñêîðåíèÿ ÷åðåç
ñèëó Ëîðåíöà (êàê â [6℄) óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî τ , òàê ÷òî (11) óæå íå
âûïîëíÿåòñÿ íè â äèåðåíöèàëüíîé îðìå, íè äàæå â èíòåãðàëüíîé.
Òåïåðü ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ (4) âìåñòî (3), ÷òî âîçìîæíî â ñëó÷àå:
e
c
piFij(x˙)
j
rad = pi(p˙)
i
rad. (17)
Ïðåäïîëàãàÿ îáû÷íóþ ñâÿçü ìåæäó ýíåðãèåé è èìïóëüñîì èçëó÷åíèÿ [6℄, ïîëó÷èì ñîãëà-
ñîâàííîå ñ (17) âûðàæåíèå äëÿ òîêà ïåðåõîäà:
(p˙)irad =
I
mc2
pi, (x˙)irad =
τ0
m
I
IE
f iL, (18)
ãäå I - èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ (ïîòåðÿ ýíåðãèè çà åäèíèöó âðåìåíè), à IE = −τ0f
2
L/m
- èíòåíñèâíîñòü ýëåêòðîäèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ, âûðàæåííàÿ, êàê è ñèëà Ëîðåíöà, f iL =
eF ijpj/(mc), ÷åðåç èìïóëüñ ýëåêòðîíà è äåéñòâóþùèå íà íåãî ïîëÿ. Ñîîòâåòñòâåííî ïåðå-
íîðìèðîâàííûé îïåðàòîð (â äàííîì ñëó÷àå - òåíçîð) ìàññû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(mˆ−1)ij =
1
m
gij +
τ0e
m2c
I
IE
F ij, (19)
Åñëè ïîëîæèòü I = IE (÷òî íåîáÿçàòåëüíî, I ìîæåò áûòü èíîé óêíöèåé èëè âîîáùå íå
óíêöèåé, à ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, îòðàæàÿ âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð èçëó÷åíèÿ êâàíòà),
ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ èçëó÷àþùåãî ýëåêòðîíà:
p˙i =
e
c
F ijx˙j +
τ0f
2
L
m2c2
pi, x˙i = m−1pi +
τ0
m
f iL. (20)
Îáñóäèì ñâîéñòâà ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé. Ïðåæäå âñåãî èõ îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ
ËÀÄ î÷åíü ìàëî, ÷òî âèäíî èç ñðàâíåíèÿ (10-12) ñ (20), ñ ó÷åòîì ìàëîñòè τ0. Òåì íå ìåíåå
îòñóòñòâóþò ñàìîóñêîðÿþùèåñÿ ðåøåíèÿ è ýíåðãåòè÷åñêèå ïàðàäîêñû. àäèàöèîííûå ïî-
ïðàâêè ê àìèëüòîíîâîé ñèñòåìå âûðàæåíû ÷åðåç ïàðàìåòðû íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû
(èìïóëüñ è ïîëå â òî÷êå, ãäå íàõîäèòñÿ ÷àñòèöà), ÷òî äîïóñêàåò ñîïîñòàâëåíèå ñ ïîñòðîåí-
íîé ïî òåîðèè âîçìóùåíèé êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêîé. Ïîëåçíà è ïðîñòà òðåõ-âåêòîðíàÿ
îðìóëèðîâêà (20):
dp
dt
= fL +
e
c
[δu×B]−
E2(δu · fL)
m2c6
u, (21)
dx
dt
= u+ δu, δu =
τ0
m
fL − u(u · fL)/c
2
1 + τ0(u · fL)/(mc2)
, (22)
8ãäå t - âðåìÿ â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, E/c = (m2c2 + p2)1/2, u = c2p/E , fL =
e(E+ [u×B]/c), - ñèëà Ëîðåíöà, E è B- ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ.
×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (21,22) â ðàìêàõ ìåòîäà ÷àñòèö â ÿ÷åéêå íå ïðåäñòàâëÿåò
òðóäà è íåìíîãèì ñëîæíåå ÷åì äëÿ àìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèé. Ïðè ðàñ÷åòàõ â ðàìêàõ ýòîãî
ìåòîäà òîê ýëåêòðîíîâ ñî ñêîðîñòüþ δu, äîëæåí ó÷èòûâàòüñÿ â óðàâíåíèÿõ äëÿ ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òàê êàê èìåííî ýòîò òîê îòâå÷àåò çà îòáîð ýíåðãèè îò ïîëÿ ýëåêòðîíîì
â ïðîöåññå èçëó÷åíèÿ. Êðîìå òîãî íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà è ïîäñ÷åò ïîëíîé ýíåðãèè èçëó-
÷åíèÿ, ïðè ýòîì ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äîïîëíèòåëüíîå ê (21,22) óðàâíåíèå ýíåðãèè:
dE
dt
= eE · (u+ δu)−
E2(δu · fL)
m2c4
. (23)
Äëÿ èçëó÷àåìîé çà åäèíèöó âðåìåíè ýíåðãèè, êîòîðàÿ äàåòñÿ ïîñëåäíèì ÷ëåíîì â (23),
íåòðóäíî òàêæå ðàññ÷èòàòü óãëîâîå è ñïåêòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïðèìåð ðàñ÷åòà ïî òà-
êîé ñõåìå äàí â [13℄,[14℄.
Íåèçáåæåí âîïðîñ î íàðóøåíèè òîæäåñòâà (3). Èãíîðèðóÿ áëàãîïðèÿòíûå äëÿ
òåîðèè ìîìåíòû (ïðè îãðàíè÷åíèè íà âåëè÷èíó ïîëÿ, íåîáõîäèìîì äëÿ ïðèìåíèìîñòè êëàñ-
ñè÷åñêîé òåîðèè, íàðóøåíèå ñîîòíîøåíèÿ (3) ìàëî:
~
2|f 2L|
m2c2
≪ m2c4, c2(1− 1/1372) < x˙2 ≤ c2,
÷òî âî âñÿêîì ñëó÷àå èñêëþ÷àåò ñâåðõñâåòîâûå ïàðàäîêñû), ðàññìîòðèì ãëàâíóþ ëîãè÷å-
ñêóþ òðóäíîñòü: ïðè íóëåâîì ïðîñòðàíñòâåííîì èìïóëüñå ýëåêòðîíà, p = 0, ñêîðîñòü èçëó-
÷àþùåãî ýëåêòðîíà îòëè÷íà îò íóëÿ è ðàâíà, êàê íåòðóäíî âèäåòü, x˙rad = τ0eE/m (èìåííî
ïîýòîìó x˙2 = c2 − x˙2rad ≤ c
2
). Îïÿòü, èãíîðèðóåì òîò áëàãîïðèÿòíûé àêò, ÷òî çà ëþ-
áîé ìûñëèìûé èíòåðâàë âðåìåíè ýëåêòðîí íàáåðåò ìíîãîêðàòíî áîëüøóþ ñêîðîñòü çà ñ÷åò
óñêîðåíèÿ ïîëåì.
Âûíóæäåííî ïðèáåãàÿ ê êâàíòîâûì ïîíÿòèÿì è èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûé âûøå ïðèìåð
ýëåêòðîíà â ïîëå îäíîìåðíîé ðåëÿòèâèñòñêè ñèëüíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, îòâåòèì
ïîñëåäîâàòåëüíî íà òðè âîïðîñà. ×òî îçíà÷àåò ðàâíûé íóëþ (â òå÷åíèå íåêîòîðîãî ìàëî-
ãî èíòåðâàëà âðåìåíè) èìïóëüñ ýëåêòðîíà? Îí îçíà÷àåò ÷òî åñëè â òå÷åíèå ýòîãî âðåìåíè
èçëó÷åíèå (âåðîÿòíîñòíûé ïðîöåññ) îòñóòñòâîâàëî, òî êàê èìïóëüñ, òàê è ñêîðîñòü ÷àñòè-
öû â äàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ðàâíû íóëþ èëè, â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ýëåêòðîí
äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè àìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (1). Ïî÷åìó â ïðîöåññå èçëó÷åíèÿ ñêî-
ðîñòü ýëåêòðîíà ñòàíîâèòñÿ îòëè÷íîé îò íóëÿ? Ïîòîìó ÷òî, êàê îáúÿñíÿëîñü âûøå, äëÿ
èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîí äîëæåí îòîáðàòü ýíåðãèþ îò ïîëÿ. Íàêîíåö, ïî÷åìó íå äîïóñòèòü, ÷òî
â ïðîöåññå èçëó÷åíèÿ èìïóëüñ èçìåíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêîðîñòüþ? Ïîòîìó ÷òî ýòî
ïðîòèâîðå÷èëî áû îäíîìó èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ: ÷òîáû îòîáðàòü ýíåðãèþ îò ïîëÿ âîë-
íû, ñêîðîñòü äîëæíà áûòü ïàðàëëåëüíà E, íî ýòî íàïðàâëåíèå öèêëè÷åñêîé êîîðäèíàòû,
è èçìåíåíèå ïðîåêöèè èìïóëüñà íà ýòî íàïðàâëåíèå êîíòðîëèðóåòñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ
îáîáùåííîãî èìïóëüñà.
Íå âèäíî èíîãî âûõîäà, êàê äîïóñòèòü íàðóøåíèå ñîîòíîøåíèÿ (3), â êà÷åñòâå ïëàòû
çà íåïðîòèâîðå÷èâî ââåäåííûå ýíåðãèþ-èìïóëüñ. àçóìååòñÿ, íåïðèâû÷íî ïðåäñòàâëåíèå
îá ýëåêòðîíå, äâèæóùåìñÿ íå ñòðîãî â íàïðàâëåíèè èìïóëüñà, èëè î íåíóëåâîé ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ñêîðîñòè ïðè íóëåâîì ïðîñòðàñòâåííîì èìïóëüñå. Îäíàêî è òî, è äðóãîå - âñåãî
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ëèøü èíâåðñèè óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî èç-çà ýåêòà çàïàçäûâàíèÿ âêëàä ñîáñòâåííî-
ãî ïîëÿ ýëåêòðîíà â åãî èìïóëüñ íå ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ìãíîâåííûì çíà÷åíèåì ñêîðîñòè
çàðÿäà.
Ïðèìåð àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íàéäåííûõ óðàâíåíèé ëåãêî ïîëó÷èòü äëÿ îä-
íîìåðíîãî äâèæåíèÿ
2)
â îäíîðîäíîì (äëÿ ïðîñòîòû) ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå. Êîîðäèíàòíóþ
îñü x íàïðàâëÿåì âäîëü eE. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = τ = 0 ýëåêòðîí èìååò íóëåâîé
èìïóëüñ è íàõîäèòñÿ â òî÷êå x = 0. åøåíèå óðàâíåíèé (20) èìååò âèä (ñðàâíèòå ñ [6℄, 20,
[8℄, çàäà÷à 17.5 è [11℄, ë.3):
E
mc2
= cosh(ωEτ),
px
mc
= sinh(ωEτ), ωE =
eE
mc
, (24)
ïðè÷åì â ïðåíåáðåæåíèè èçëó÷åíèåì ýâîëþöèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà èìåëà áû òî÷íî òàêîé æå
õàðàêòåð. Îäíàêî äâèæåíèå èçëó÷àþùåé ÷àñòèöû èìååò ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå:
x
c
=
cosh(ωEτ)− 1
ωE
+ τ0 sinh(ωEτ), t =
sinh(ωEτ)
ωE
+ τ0 [cosh(ωEτ)− 1] . (25)
Ïî ñðàâíåíèþ ñ äâèæåíèåì êîòîðîå èìåëî áû ìåñòî â îòñóòñòâíå èçëó÷åíèÿ, òî åñòü â ïðåíå-
áðåæåíèè∝ τ0 ÷ëåíàìè â (25), èçëó÷àþùèé ýëåêòðîí ïðîñêàëüçûâàåò âïåðåä â ïðîñòðàíñòâå
è âî âðåìåíè (∝ τ0 ÷ëåíû îáà ïîëîæèòåëüíû). Ïðè òàêîì ïðîñêàëüçûâàíèè ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå ñîâåðøàåò äîïîëíèòåëüíóþ ðàáîòó, êîòîðàÿ êîìïåíñèðóåò èçëó÷åííóþ ýíåðãèþ è èì-
ïóëüñ:
Erad = τ0ωE sinh(ωEτ), (px)rad = τ0ωE [cosh(ωEτ)− 1] . (26)
Âûáèðàÿ ðàçëè÷íóþ êàëèáðîâêó (÷èñòî ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë èëè ÷èñòî âåêòîðíûé),
íåòðóäíî ïðîñëåäèòü ñîõðàíåíèå íå òîëüêî ýíåðãèè, íî è îáîáùåííîãî èìïóëüñà. Äðóãîå
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (äëÿ ýëåêòðîíà â ïîëå îäíîìåðíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû) äàíî
â [14℄.
àáîòà àâòîðà ïî èçèêå âûñîêèõ ïëîòíîñòåé ýíåðãèè ïîääåðæàíà ãðàíòîì DE-FC52-
08NA28616.
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